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1. EINLEITUNC 
Fur eine p-Gruppe D der endlichen Gruppe G geben wir in der vorliegenden 
Arbeit eine k-Algebra A(D) an, so da8 die Blijcke von kG mit Defektgruppe D 
eineindeutig den Blacken von A(D) entsprechen. 1st K ein Zerfallungskorper 
fiir KG, so wird die Anzahl der BlGcke von liG mit Defektgruppe D durch die 
k-Dimension von A(D) gegeben. Als Anwendung dieser eineindeutigen 
Korrespondenz liefern wir einen elementaren Beweis fur den ersten Brauerschen 
Hauptsatz [I, (IOB)] in der von Rosenberg verscharften Form [6, Theorem 5.31. 
Ein Resultat von Tsushima [8, Theorem l] tiber die Existenz von Blijcken 
ergibt sich als triviale Folgerung. Ferner verallgemeinern wir einen Satz [4, 
Corollary 21 von Iizuka, Ito und Watanabe iiber die Anzahl der Blijcke von KG 
mit trivialer Defektgruppe auf beliebige Defektgruppen. 
2. NOTATIONEN 
Im folgenden seien alle auftretenden Gruppen endlich und R stets ein K&per 
von Primzahlcharakteristikp. Mit g bezeichnen wir die Klassensumme vong E G 
in G beziiglich des zugrundeliegenden Ktirpers und mit Syl,(G) eine p-Sylow- 
gruppe von G. Fur X, Y C G bedeutet X_C, Y, da8 ein g E G existiert mit 
Xg C Y. 1st D eine p-Untergruppe von G, so sei fir, : Z(KG) + Z(kN,(D)) 
der Brauerhomomorphismus, d.h. ist 52, die Konjugiertenklasse von g in G, 
so gilt 
&3D = c 32. 
ed$fV&D) 
Fur einen Normalteiler N von G bezeichne 7N den kanonischen k-illgebren- 
homomorphismus von KG auf KG/AL Ferner setzen wir fur p-Untergruppen D, 
Di (~EI) von G 
SkG(Di I i E I) := (2 I Syl,(CG(g)) $ Dj fur ein i E I), 
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Sk”(D) := S,G( u 1 u . is eine maximale Untergruppe von D), (SJdG((l)) := 0) 
und RhG(D) := (t 1 Syl,(C,(g)) =G 0). 
Dabei ist (*.a) stets als K-Vektorraumerzeugnis zu verstehen und ](A) als 
Radikal der K-Algebra A, wobei A nicht notwendig eine Eins haben mul3 
(siehe [3]). Wenn aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, in welcher Gruppe 
oder iiber welchem K&per wir rechnen, lassen wir in den obigen Bezeichnungen 
haufig G oder K fort. 
Fur eine endlichdimensionale K-Algebra A mit Eins benutzen wir die Notation 
Bi ++fi f-) && fur die bekannte Tatsache, daB die Blockideale Bi von A ein- 
eindeutig den primitiven Idempotenten fi von Z(A) entsprechen und diese 
wiederum eineindeutig (bis auf Aquivalenz) den K-Algebrenhomomorphismen 
&ji von Z(A) auf eine endliche Kiirpererweiterung von k. Mit g(A) bezeichnen 
wir die Menge der Blocke von A und mit .99(KG, D) die der Blijcke von IzG mit 
Defektgruppe D. 
3. DIE KORRESPONDENZ 
3.1. LEMMA. S&en D, Di (i E I) p-Untergruppen van G. Setxe ‘$Jl := (U j U 
p-Untergruppe van G, U g, D, fiir alle i E I}. Dam gilt: 
(a) S(Di 1 i E I) =nuEm Kern ,!I, . 
(b) S(D) und s(D) sind Ideale in Z(kG). 
Beweis. (a) Sei U E ‘9.X und /3”(j) # 0 mit J E S(Di j i ~1). Also gilt 
U lz, C,(g). Wegen Syl,(C,(g)) CG Di f” ur ein iEI folgt der Widerspruch 
zu U $c Di fur alle i E I. 
Sei nun a E ncTEm Kern fit,, . Dies liefert /I”( j) = 0 fiir alle U E ‘91 und alle d, 
welche in a mit einem Koeffizienten # 0 vorkommen. Also gilt U $, C,(g) 
fur alle U E !WI und alle g, welche in a vorkommen. Wir erhalten somit 
W,(CAg)) ti W also W,(CdgN CG Di f” ur wenigstens ein i E I und damit 
ae S(Di 1 iEI). 
(b) Dies folgt aus (a), da pLr ein Algebrenhomomorphismus ist. Q.E.D. 
3.2. DEFINITION. Sei k ein Kiirper der Charakteristik p > 0 und D eine 
p-Untergruppe von G. Wegen 3.1 sind SkG(D) und SkG(D) Ideale in Z(kG). 
Wir setzen nun 
AkC(D) := A(D) := S,G(D)/(S,G(D) + 1(&“(D))). 
3.3. SATZ. Sei k ein Kiirper van Primzahlcharakteristik p und D eine p- Unter- 
gruppe van G. Dann gilt: 
I WkG, D)l = I %V))1. 
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Bezceis. 11Iit den Struktursgtzen fur endlichdimensionale k-Algebren und 
3.1 erhalten wir die Ringzerlegrmg 
mit endlichen Korpererweiterungen Fi von k. Ferner gilt 
=1(D) = S(D)‘(s(D) f J(S(D))) E & F, . 
i-1 
Seien Bjofit+Gi (i = I,..., s) die Blocke von kG mit Defektgruppe D. 
Rosenbergs Lemma [6, 3.11 liefert ~~(s(0)) I= 0. Ferner gilt a,(R(D)) + 0 
wegen Proposition 3.2 in [6]. 
Also induzieren die Cji nichtverschwindende Algebrenhomomorphismen 
van @i_l Fi auf endliche Korpererweiterungen von k. Dies zeigt t > s. 
Wir zeigen nun f -sG s. S(D) hat genau t k-Algebrenhomomorphismen 
i&l # 0 in endiiche Korpererweiterungen von h mit +(s(D)) = 0. Diese 
Algebrenhomomorphismen sind fortsetzbar zu Algebrenhomomorphismen $. 
ron Z(kG), da 
ein direkter Summand in der Kingzerlegung von Z(KG)/J(Z(KG)) ist. Wegen 
@(R(D)) # 0 liegt die Defektgruppe von Bi nach Rosenbergs Lemma (bis 
auf G-Konjugation) in II. Da ferner Gi(s(D)) = 0 ist, ist die Defektgruppe von 
B, gleich II [6, Proposition 3.21. @.E.D. 
3.4. SATZ. Sei k ein Zerfilluncyskijrper fiir G und D eine p-untergmppe 
van G. Dam gilt: 
/ .#(kG, II)! = dim, A(D). 
Beweis. Die im Beweis zu 3.3 vorkommenden endlichen Kiirper- 
erweiterungen Fi von R sind in diesem Fall alle isomorph zu R. Q.E.D. 
4. FOLGERUKGES 
Satz 3.3 liefert nun einen einfachen Beweis fur den ersten Brauerschen 
Hauptsatz iiber Blocke ohne Voraussetzung an den Korper. Brauers Satz 
[l, (IOB)] findet man in dieser Allgemeinheit als Theorem 5.3 in [6]. 
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4.1. SATZ (erster Brauerscher Hauptsatz). Sei k ein Korper van Primzahl- 
charakteristik p und D eine p- Untergruppe von G. Dunn gilt: 
j $Y(kG, D)\ = I .%(kN,(D), D)l 
Ferner liefert t53, eine eineindeutige Korrespondenx zwischen den primitiven zentralen 
Idempotenten zu B&hen van KG mit Defektgruppe D und den primitiven xentralen 
Idempotenten zu Blocken von RN,(D) mit Defektgruppe D. 
Beweis. Sei -V = No(D). Wir definieren einen Algebrenhomomorphismus 
flD : SC(D) --t A”(D) vermijge @, :== @n f (s”(D) + J(SN(D))). Es ist 
p,surjektiv(siehe [l, (IOA)]) und SC(D) + J(SG(D)) C Kemp, . Wir zeigen nun 
SC(D) 1 J(So(D)) = Kern p, , welches fur die erste Behauptung des Satzes 
wegen 3.3 geniigt, denn fin induziert dann einen Isomorphismus von AC(D) 
auf A”( 0). 
Sei I, E Kern fl, und a = b/3,. Dann gilt 0 = a + (SLv(D) + J(Y’(D))). 
Dies liefert a = c + d mit c E S.‘(D) und d E J(S”(D)). Nit einem geniigend 
groBem n E N erhalten wir 
Wegen b E SC(D) und a = bflD haben alle g, welche in a mit einem Koeffi- 
zienten + 0 vorkommen, genau D als Defektgruppe. Dies liefert up* E W(D). 
Insgesamt erhalten wir somit bP”‘,6, E ,9”(D) n W(D) = 0. Also gilt 
6”” E Kern flD &qn)= SC(D). Damit ist b + (SC(D) +- J(SGD))) ein nilpotentes 
Element in der halbeinfachen Algebra 
SG(D),‘(~G(D) + J(SG(D))) z 6 Fi . 
2=1 
Folglich gilt b E gG(D) f J(SG(D)). 
Dies liefert die erste Aussage des Satzes. Seien fi (i = l,..., s) die primitiven 
zentralen Idempotente zu Blocken von KG mit Defektgruppe D. Ferner sei 
fipr, = f&3,. Dann gilt fi - fj E Kern flD = SC(D) + J(SG(D)). Proposition 
3.2 aus [6] liefert C&J = c&(fj). Also gilt fi = fj . Mit der ersten Aussage 
folgt nun such die zweite. Q.E.D. 
Als weitere Folgerung erhalten wir ein Resultat von Tsushima [S, Theorem I]. 
Fur Bliicke vom Defekt 0 steht dies such in [5, 71. 
4.2. SATZ (Tsushima). Sei D eine p- Untergruppe von G und k ein Zerfallungs- 
korper fiir G. Ferner seien gi (i = I,..., s) Vertreter von Konjugiertenklassen in G, 
uelche in O,(G) enthalten sind. Hat jedes gi (i = I ,..., s) D als Defektgruppe, 
sogilt ] 9(kG, 0): > s. 
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Beweis. Wegen g, E 0,~(N,(D)) und Brauers erstem Hauptsatz kijnnen wir 
G = N,(D) annehmen. Nach 3.3 und 3.4 geniigt es nun zu zeigen 
(~4 + .l(S(D)) ! i = I,..., s> n (s(D) + JWWJWV = 0. 
Sei b = Cf=, k,ki = a + j mit a E s(D), j E J(S(D)) und Ki E R. Da s(D) 
ein Ideal in Z(lzG) ist, folgt fiir geniigend grol3es n E N bn E s(D). Wegen 
Da G und gi E C,(D) erhalten wir b” E s(D) n R(D) = 0. Da nun b in der 
halbeinfachen Algebra Z(kO,(G)) liegt, folgt b = 0. Q.E.D. 
4.3. HILFSSATZ. Sei k ein K~irpev der Charakteristik p > 0. Dann gilt: 
S(<l)) P(4) = 0. 
Beweis. Sei K = &(t), wobei Q,,, der Korper der p-adischen Zahlen und t 
eine primitive 1 G I-te Einheitswurzel ist. Sei A der Ring der ganzen Elemente 
in K und ~~4 das einzige maximale Ideal in A. 1st k’ eine endliche separable 
Erweiterung von k oder k ein Zerfallungskorper fur G, so gilt J(Z(k’G)) s 
K’ Ok JMkW D a nun zu jedem Kijrper k von Primzahlcharakteristik p eine 
endliche separable Erweiterung k’ existiert, die ein Zerfallungskijrper fur G 
ist und k’ nach einem bekannten Satz von Brauer einen endlichen Zerfallungs- 
k&-per fiir G enthalt, geniigt es somit, die Behauptung fur k = A/?rA zu 
beweisen. 
Fiir a E A sei & = a + TA E k. Es seien gi (i = 1 ,.. ,, s) Vertreter der Kon- 
jugiertenklassen von G. 
Ferner seien xi (i = I,..., s) die klassischen irreduziblen Charaktere von G 
und 
a = $ k,gi E J(Z(kG)) mit ki E k. 
Wir haben & = 0 E KG fur d E S((l)) zu zeigen. Es seien wj : Z(AG) + A 
(j = l,..., s) wie gewijhnlich definiert durch 
x&i) I G j Wj(&) = -___ 
xi(l) I C&i)i 
Da a nilpotent und ijj ein Algebrenhomomorphismus ist, folgt 
0 = &(a) fur allej = I,..., s. (*I 
Fur i = l,..., s sei kii -= C%, ail dL E Z(AG) mit aa E A. Die bekannte Brauer- 
Fowler-Formel (siehe [2, V]) liefert 
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Da g vom p-Defekt 0 ist, erhalten wir 
Dies liefert nun 
= 0 wegen (*). Q.E.D. 
4.4. DEFINITION. Wir setzen Z(kG),,,, : = ( .j / g istp-regular) als k-Vektor- 
raum. 
4.5. SATZ. Sei k ein Zerfdlungskdrper fiir G und D eine p- Untergruppe von G. 
Dam gilt: 
I @(kG, D)l = dimk((SG(D) n WG),,,,)z BD n Z(kN&%,,,). 
Beweis. Setze N = N,(D), s = 1 @(kG, I))[ und 
t = dimk((SG(D) n .WG),-reg)” BD n ZWLeJ. 
s < t folgt unmittelbar durch Betrachtung der Blockidempotenten. Man beachte 
hier, dal3 die primitiven zentralen Idempotente nach Osima in Z(kG),,,p liegen. 
Sei 
(SC(D) n Z(kG),,,g)2 BD n -WY,,,, = <aI ,-., at> 
mit a, = CyL:, (b,+~,~) pD und bij , cij E SC(D) n Z(kG),-,,p. Wir zeigen zu- 
nachst 
(i) dim,(a, + J(S”(D)) 1 i = I,..., t) = t. 
Sei xi=, kia, E &P’(D)) mit ki E k. Dann gilt tic1 k,(a,TD) E J(Z(kN/D)). 
Da TD auf -WC.&%-,,, einen Monomorphismus induziert, sind die airD 
k-linear unabhtingig. 
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Es gilt ferncr al~D := CyL:’ (bij~~TD)(CzjpDTD) mit b,jflDTu , CijjgDTD E SNiD(( 1:)) 
wegen bij , cij E Z(kG),,,a . Man beachte hier: 1st D Defektgruppe eincs 
p’-Elementes g E C,(D), so ist gL) vom p-Defekt 0 in N/D. 
Satz (13A) in [l] liefert S’-“~“((l>~) -= M @ J(s”‘“(<l>)), wobei :1il einc halb- 
einfache Algebra ist. Sei 
und 
mit mii, rnij EM, und xlj , xij E J(L’;“~“((l))), 
Mit Hilfssatz 4.3 erhalten wir 
Also gilt 
Somit folgt xi”=, Kiai7, = 0, also Ki = 0, da die airD k-linear unabhangig sind. 
Wir zeigen ferner 
(ii) (ai + J(S”(D)) 1 i = I,...$) n (P”(D) + J(P’(D)))/J(Y”(D)) = 0. 
Sei a == &, Kiai = b -’ j mit 6 e P’(D) und j E J(P’(D)). Fur geniigend 
grol3es n E N erhalten wir somit u7& E sN(D). a E F(D) /3n liefert a” E P’(D). 
Also gilt un E l?“‘(D) n RN(D) =: 0 und damit a E J(P’(D)). Wie unter (i) 
folgt nun n 7~ 0. 
(iii) Satz 3.3 und 3.4 liefern wegen (i) und (ii), daB N mindestens t 
Blocke mit Defektgruppe D hat. &fit dem ersten Brauerschen Hauptsatz folgt 
s > t. Q.E.D. 
Fur D = (1) ergibt 4.5 das folgende Korollar, dessen Aussage ebenfalls 
von Iizuka, Ito und Watanabe bewiesen wurde (siehe [4]). 
4.6. KOROLLAR. Sei k ein Zerftillungsktirper fiir G. Dunn gilt: 
: .g(kG, (I))! = dim, S((1))2. 
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